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Πεπίληψη 
Σηελ παξνύζα εξγαζία παξνπζηάδνπκε κεξηθά παξαδείγκαηα από ην ρώξν ηεο Γεσκεηξίαο, 

εζηηαδόκελνη ζηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν κπνξεί λα ζπκβάιιεη έλα ινγηζκηθό Γπλακηθήο 
Γεσκεηξίαο πξνθεηκέλνπ λα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο λα πεξάζνπλ από ηελ tabula rasa 

θαηάζηαζε πνπ βξίζθνληαη θαηά ηελ εθθίλεζε ιύζεο ελόο πξνβιήκαηνο ζε κηα θαηάζηαζε 

αλάπηπμεο θαη ειέγρνπ εηθαζηώλ, πνπ ηνπο νδεγνύλ ζηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαζώο θαη 

ζην λα αζρνιεζνύλ όπνπ απαηηείηαη κε ηελ απόδεημε. Δπηπιένλ έγηλε πξνζπάζεηα ώζηε ζε 

θάζε παξάδεηγκα λα δεκηνπξγνύληαη εξεπλεηηθέο αλεζπρίεο ζηνπο καζεηέο, δειαδή έλα 

ηνπιάρηζηνλ «εξεπλεηηθό» εξώηεκα, ηνπ νπνίνπ νη πξώηεο απαληήζεηο κπνξνύλ λα δνζνύλ κε 

ηε βνήζεηα ησλ δπλαηνηήησλ ηνπ ινγηζκηθνύ. 

 
Λέξειρ κλειδιά: ΤΠΔ, ιύζε πξνβιήκαηνο 

 

1. Ειζαγωγή 

Απηό πνπ αιιάδεη κε ηε ρξήζε ελόο ινγηζκηθνύ, δελ είλαη ηα Μαζεκαηηθά, αιιά ν 

ηξόπνο ζέαζήο ηνπο. Φξεζηκνπνηώληαο, όκσο, έλα ινγηζκηθό Γπλακηθήο Γεσκεηξίαο 

ελέρεη πάληα ν θίλδπλνο νη καζεηέο λα πεηζηνύλ γηα ηελ νξζόηεηα κηαο πξόηαζεο από 
ηελ αλαηξνθνδόηεζε πνπ παίξλνπλ από ηηο αλαπαξαζηάζεηο πνπ πξνθύπηνπλ από ην 

ινγηζκηθό ζρεηηθά κε ηελ αιήζεηα ηεο πξόηαζεο. Ωο εθ ηνύηνπ ζα πξέπεη από ηελ 

αξρή λα μεθαζαξηζηεί ζηνπο καζεηέο όηη νη δπλακηθέο αλαπαξαζηάζεηο ζηε 
δηεπηθάλεηα ηνπ ππνινγηζηή δελ ππνθαζηζηνύλ ηελ απόδεημε, αιιά απνηεινύλ 

ελδείμεηο πξνο ηα πνύ πξέπεη λα θηλεζεί ν καζεηήο θαηά ηε ιύζε ελόο πξνβιήκαηνο.  

 Πξέπεη, επίζεο, λα ζεκεηώζνπκε ηε ζεκαληηθόηεηα ηεο έλλνηαο ηνπ πξνβιήκαηνο 

ζηε δηαδηθαζία δηδαζθαιίαο - κάζεζεο ησλ καζεκαηηθώλ. Γηα παξάδεηγκα όπσο 
αλαθέξνπλ πνιινί εξεπλεηέο, όπσο νη Kilpatrick (1987) θαη Silver (1994) «ην 

πξόβιεκα» είλαη ε θαξδηά ησλ καζεκαηηθώλ θαη πξνηείλνπλ όηη ε ελζσκάησζε θαη ε 

επίιπζε πξνβιήκαηνο κπνξεί λα αζθήζνπλ ζεηηθή επίδξαζε ζηε ζθέςε ησλ παηδηώλ. 
Σύκθσλα δε κε ην National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 1991) ε 

επίιπζή ηνπ πξνβιήκαηνο γηα ηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ ζα πξέπεη λα είλαη 
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από ηνπο θύξηνπο άμνλεο όζνλ αθνξά ηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ. Δπίζεο ν 

George Polya, ν πην γλσζηόο καζεκαηηθόο πνπ έρεη αζρνιεζεί κε ηνλ ηνκέα ηεο ησλ 

καζεκαηηθώλ σο δηαδηθαζία επίιπζεο πξνβιήκαηνο ζεσξεί ηελ επίιπζε 
πξνβιήκαηνο σο ηελ πιένλ ζεκαληηθή ηθαλόηεηα πνπ πξέπεη λα δηαθξίλεη ηνπο 

αλζξώπνπο, αθνύ ζηε δσή ηνπο βξίζθνληαη δηαξθώο αληηκέησπνη κε πξνβιήκαηα, ηα 

νπνία θαινύληαη λα επηιύζνπλ. 

2. Λύζη πποβλήμαηορ και ΤΠΕ 

2.1 Η επίλςζη πποβλήμαηορ ζύμθωνα με ηον George Polya 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη πην πάλσ ν George Polya ζεσξεί ηελ επίιπζε πξνβιήκαηνο σο 

ηελ πιένλ ζεκαληηθή ηθαλόηεηα πνπ πξέπεη λα δηαθξίλεη ηνπο αλζξώπνπο, αθνύ ζηε 
δσή ηνπο βξίζθνληαη δηαξθώο αληηκέησπνη κε πξνβιήκαηα, ηα νπνία θαινύληαη λα 

επηιύζνπλ. Ωζηόζν πξέπεη λα ηνληζηεί όηη πνιιέο θνξέο ε επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ 

απαηηεί απάληεζε ζε ιίγν ρξόλν θαη γξήγνξε ιήςε απνθάζεσλ βάζεη ηεο ιύζεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο.   

Σην βηβιίν ηνπ «How to solve it» ν George Polya δηαθξίλεη ηέζζεξα ζηάδηα 

ηεξαξρηθά, δει. δηαηεηαγκέλα γξακκηθά, πνπ αθνινπζνύλ νη ιύηεο πξνβιεκάησλ γηα 

ηελ επηηπρή ιύζε ελόο πξνβιήκαηνο. Τν πξώην ζηάδην, πνπ ζύκθσλα κε ηνλ 
ζπγγξαθέα είλαη βαζηθό, αθνξά ζηελ θαηαλόεζε ηνπ πξνβιήκαηνο, θαζώο θάπνηνο 

δελ είλαη δπλαηό λα απαληήζεη ζε θάηη, π.ρ. ζε έλα εξώηεκα πνπ δελ ην έρεη 

θαηαλνήζεη. Ιδηαίηεξα  θξίζηκν ζεσξείηαη ε επηλόεζε ελόο ζρεδίνπ ιύζεο, πνπ 

απνηειεί ην δεύηεξν ζηάδην θαη θαζνξίδεη ηηο απόπεηξεο ιύζεο ηνπ πξνβιήκαηνο. 
Πξνθαλώο ε ζύιιεςε ελόο ζρεδίνπ θαηά ην κάιινλ ή ήηηνλ ζηελ πιεηνλόηεηα ησλ 

πεξηπηώζεσλ ελδέρεηαη λα είλαη κηα ρξνλνβόξα δηαδηθαζία. Γεδνκέλνπ δε όηη  

θαζνξίδεη ηηο απόπεηξεο ιύζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ζα ρξεηαζηεί νη ιύηεο, ελ 
πξνθεηκέλσ νη καζεηέο ιύηεο, λα επηρεηξήζνπλ αξθεηέο απνηπρεκέλεο πξνζπάζεηεο 

κέρξηο όηνπ λα θαηαιήμνπλ ζε κηα επηηπρή επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Η πξνζπάζεηα 

εθαξκνγήο ηνπ ζρεδίνπ ιύζεο, κέζσ ηεο ζηξαηεγηθήο πνπ νξίζηεθε ζην δεύηεξν 
ζηάδην, απνηειεί ην ηξίην ζηάδην, πνπ ζεσξείηαη πην εύθνιν από ηα πξνεγνύκελα. 

Ωζηόζν, ν καζεηήο ρξεηάδεηαη λα επηκείλεη ώζηε λα εθαξκόζεη ζσζηά ηε ζηξαηεγηθή 

ηνπ. Τν ηειεπηαίν ζηάδην αλαθέξεηαη ζηελ αλαζθόπεζε ηεο ιύζεο, δει. ν καζεηήο 

πξέπεη λα εμεηάζεη πάιη ηε ιύζε πνπ εθάξκνζε θαη ην απνηέιεζκα, ώζηε λα 
βεβαησζεί γηα ηελ νξζόηεηα ηεο ιύζεο πνπ θαηέιεμε. Θα κπνξνύζε λα πεη θαλείο όηη 

απηό ην ζηάδην εκπεξηέρεη ηε κεηαγλώζε, πνπ αλ θαη πνιύ ζεκαληηθή ζηελ αλάπηπμε 

ηεο ηθαλόηεηαο επίιπζεο πξνβιήκαηνο, όκσο, ην ζηάδην απηό ζπρλά παξαιείπεηαη, 
ηόζν από ηνπο δηδάζθνληεο όζν θαη από ηνπο καζεηέο.  
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2.2 Ο πόλορ ηος ςπολογιζηή ζηην επίλςζη πποβλήμαηορ 

Σην πξώην ζηάδην ε νπηηθνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο κέζσ ππνινγηζηή απνηειεί 
ζεκαληηθό παξάγνληα δεδνκέλνπ όηη ε αλαπαξάζηαζε ζηε δηεπηθάλεηα ηνπ 

ππνινγηζηή είλαη δπλακηθή αληί ελόο ζηαηηθνύ ζρήκαηνο. Ιδηαίηεξα, όκσο, ζεκαληηθή 

είλαη ε βνήζεηα ηνπ ππνινγηζηή ζην δεύηεξν ζηάδην, δει. ζηε ζύιιεςε, ζηελ 
επηλόεζε ελόο ζρεδίνπ ιύζεο. Απηό ζπκβαίλεη, δηόηη ην δπλακηθό ζρέδην ζηε 

δηεπηθάλεηα ηνπ ππνινγηζηή, βνεζά ην καζεηή ζηελ αλάπηπμε εηθαζηώλ, ζηελ 

εμέηαζή ηνπο θαη ζηελ απνδνρή ή απόξξηςή ηνπο κέζα από επαλαιακβαλόκελνπο 

θύθινπο πεηξακαηηζκώλ πάλσ ζηελ εηθαζία (ζρήκα-1).     

Σσήμα 1: Κύθινο ησλ πεηξακαηηζκώλ κέρξη ην ζηάδην ηεο ιύζεο 

Σην ηξίην αιιά θαη ζην ηέηαξην θαη ηειεπηαίν ζηάδην, ζύκθσλα κε ηνλ Polya, ν 

ξόινο ηνπ ινγηζκηθνύ εμαθνινπζεί λα είλαη ζεκαληηθόο, γηαηί παξέρεη ζην καζεηή 
ηελ επθαηξία κεηαηξνπώλ ησλ δεδνκέλσλ θαη εθ λένπ δηεξεύλεζε ηνπ λένπ 

πξνβιήκαηνο, ην νπνίν απνηειεί κπνξεί λα απνηειεί γελίθεπζε ηνπ αξρηθνύ.    

2.3 Ο πόλορ ηος ζςπζίμαηορ (dragging) ζηην επίλςζη πποβλήμαηορ 

Δίλαη επξέσο γλσζηό όηη νη δπλαηόηεηεο πνπ πξνθύπηνπλ από ηα εξγαιεία ελόο 

ινγηζκηθνύ είλαη πνιιέο. Γελ ζα απαξηζκήζνπκε ηηο ήδε πνιπζπδεηεκέλεο 

δηεπθνιύλζεηο πνπ παξέρνληαη κέζσ ηνπ ππνινγηζηή θαη ησλ ΤΠΔ. Θα 
πεξηνξηζηνύκε κόλν ζην λα αλαθέξνπκε όηη έλα DGS

,
 όπσο ην Cabri εηζάγεη έλα 

ηδηαίηεξν είδνο εηθόλσλ πνπ κπνξνύλ λα ζπξζνύλ θαη λα αιιάμνπλ θάησ από ηελ 

επίδξαζε ηνπ ζπξζίκαηνο (Mariotti, 2003). Από ηελ πξννπηηθή ηνπ Vygotsky, κε ην 
dragging δεκηνπξγείηαη  έλα «εξγαιείν ζεκεησηηθήο δηακεζνιάβεζεο». Ο Balacheff

 

ηζρπξίδεηαη ζην Learning mathematics as modelling όηη απηή ε κεηάβαζε από ηελ 

νζόλε ηνπ ππνινγηζηή ζηα καζεκαηηθά είλαη κηα δηαδηθαζία modelling.  

Γηα απηό ην ηδηαίηεξν ραξαθηεξηζηηθό ηνπ ζπξζίκαηνο, πνπ εμππεξεηεί θαη ηνπο 

ζηόρνπο καο, ζα αλαθέξνπκε ιίγα ιόγηα. Θα κπνξνύζε λα ππνζηεξίμεη θαλείο όηη 

ππάξρνπλ «θάπνηα είδε» ζπξζίκαηνο. Σπγθεθξηκέλα νη Arzarello θαη Olivero, 
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0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

1ο Τπ. 2ο Τπ. 3ο Τπ. 4ο Τπ.

Αναηολή

Γύζη

Βοππάρ

 

Επιηςσήρ Απόδειξε STOP 

Ανεπιηςσήρ 

Μεηαζσεμαηίδω  

Ανηιπαπάδειγμα  
πος καηαππίπηει ηεν 

εικαζία  
Αποππίπηω  

 



4                                                Conferrence on Informatics in Education 2013 

 

(Arzarello et al, 1998) καδί κε κηα νκάδα άιισλ εξεπλεηώλ, παξαηεξώληαο πώο νη 

ζπνπδαζηέο ρξεζηκνπνηνύλ ην πνληίθη ιύλνληαο έλα πξόβιεκα ζε πεξηβάιινλ 

δπλακηθήο γεσκεηξίαο πεξηέγξαςαλ κηα πνηθηιία από "είδε ζπξζίκαηνο" ηα νπνία 
πεξηγξάθνληαη ζηηο αθόινπζεο κνξθέο: 

1. Σύξζηκν πεξηπιάλεζεο (wandering dragging): θίλεζε ησλ βαζηθώλ ζεκείσλ 

ζηελ νζόλε ηπραία, ρσξίο θάπνην ζρέδην, πξνθεηκέλνπ λα αλαθαιπθζνύλ 

ελδηαθέξνπζεο κνξθέο ή θαλνληθόηεηεο ζηα ζρέδηα. 

2. Γεζκεπκέλν ζύξζηκν (bound dragging): θίλεζε ελόο εκη- ζπξόκελνπ 

ζεκείνπ (semi- dragable) (ζεκείν πνπ ζπλδέεηαη κε έλα αληηθείκελν, πνπ 

κπνξεί λα θηλεζεί αιιά κόλν ζην αληηθείκελν πνπ αλήθεη). 

3. Καζνδεγεκέλν ζύξζηκν (guided dragging): ζύξζηκν ησλ βαζηθώλ ζεκείσλ 

ελόο ζρεδίνπ πξνθεηκέλνπ λα ηνπ δνζεί κηα ηδηαίηεξε κνξθή. 

4. Σύξζηκν εηθνληθνύ γεσκεηξηθνύ ηόπνπ (dummy locus dragging): θίλεζε ελόο 
βαζηθνύ ζεκείνπ έηζη ώζηε ην ζρέδην λα δηαηεξεί κηα απνθαιπθζείζα 

ηδηόηεηα. Τν θηλνύκελν ζεκείν αθνινπζεί κηα πνξεία, νη ρξήζηεο δελ ηελ 

αληηιακβάλνληαη, ν γεσκεηξηθόο ηόπνο δελ είλαη νξαηόο θαη «δελ κηιά» 

ζηνπο ζπνπδαζηέο, νη νπνίνη δελ ζπλεηδεηνπνηνύλ πάληα όηη ζέξλνπλ θαηά 
κήθνο ελόο γεσκεηξηθνύ ηόπνπ. 

5. Σύξζηκν γξακκώλ (line dragging): έιμε λέσλ ζεκείσλ θαηά κήθνο κηαο 

γξακκήο πξνθεηκέλνπ λα δηαηεξεζεί ε θαλνληθόηεηα ηνπ ζρήκαηνο. 

6. Σπλδεκέλν ζύξζηκν (linked dragging): ζύλδεζε ηεο θίλεζεο ελόο ζεκείνπ κε 

ηελ θίλεζε ελόο άιινπ γεσκεηξηθνύ αληηθεηκέλνπ. 

7. Γνθηκή ζπξζίκαηνο (dragging test): θίλεζε ησλ ζπξόκελσλ ή εκη- 
ζπξόκελσλ ζεκείσλ πξνθεηκέλνπ λα θαλεί εάλ ην ζρέδην δηαηεξεί ή όρη ηηο 

ηδηόηεηεο κε βάζε ησλ νπνίσλ θαηαζθεπάζηεθε: αλ πεξλά ηε δνθηκή ηόηε 

θαηαζθεπάζηεθε ζύκθσλα κε ηηο επηζπκεηέο γεσκεηξηθέο ηδηόηεηεο, 

δηαθνξεηηθά όρη. 

Τέινο ζπκθσλνύκε κε ηνλ Καιαβάζε (1997), πνπ ζεκεηώλεη όηη νη απαηηήζεηο 

ηθαλνηήησλ ζε ηερλνινγηθό πεξηβάιινλ ζπγθιίλνπλ θαη’ απόιπην ηξόπν κε ηηο 

δηδαθηηθέο πξνηάζεηο ησλ ζεσξηώλ κάζεζεο θαη ηεο επηζηεκνινγίαο όπσο απηέο 
ζπληίζεληαη από ηε Γηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθώλ.   

2.4 Τα παπαδείγμαηα 

Θα δώζνπκε δύν παξαδείγκαηα γηα λα δείμνπκε ηελ παξερόκελε βνήζεηα ηνπ 
ινγηζκηθνύ πξνο ηε καζεηή. Τν πξώην παξάδεηγκα αθνξά ηελ εύξεζε ελόο 

γεσκεηξηθνύ ηόπνπ. Η αμία ηνπ παξαδείγκαηνο δελ έγθεηηαη ζην όηη ην ινγηζκηθό ζα 

εκθαλίζεη απηόκαηα, κε ην πάηεκα ηεο εληνιήο locus,  ην γεσκεηξηθό ηόπν, αιιά ζηα 
εξσηήκαηα πνπ κπνξνύλ λα ηεζνύλ ζηε ζπλέρεηα. Τν δεύηεξν παξάδεηγκα αθνξά έλα 
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κάιινλ γλσζηό πξόβιεκα, πνπ απαληάηαη δηαθνξνπνηεκέλν θάπσο ζηε βηβιηνγξαθία 

θαη πνπ επίζεο ε αμία ηνπ παξαδείγκαηνο έγθεηηαη ζηα εξσηήκαηα πνπ κπνξνύλ λα 

ηεζνύλ ζηε ζπλέρεηα ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Παξάδεηγκα 1
ν
 : Θεσξνύκε θύθιν (Ο,ξ) θαη κηα επζεία (ε). Από  ηπραίν ζεκείν Α ηνπ 

θύθινπ (Ο,ξ) θέξλνπκε θάζεηε ζηελ επζεία (ε) πνπ ηέκλεη ηελ (ε) ζην Β. Να βξεζεί ν 

γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ κέζνπ Μ ηνπ επζ. ηκήκαηνο ΑΒ, όηαλ ην Α θηλείηαη ζηνλ 
θύθιν. 

Ο γ.η. είλαη έιιεηςε, όπσο πξνθύπηεη από ηελ αλαπαξάζηαζε ζηε δηεπηθάλεηα ηνπ 

ππνινγηζηή είλαη κία έιιεηςε θαη ν καζεηήο σζνύκελνο από ηε ζηγνπξηά πνπ ηνπ 
παξέρεη ην ινγηζκηθό (ζρήκα 2) ζα πξνρσξήζεη ζηελ απόδεημε.  

 

Σσήμα 2: Η αλαπαξάζηαζε ηνπ γ.η. από ην ινγηζκηθό 

Μεξηθά από ηα εξσηήκαηα ηώξα πνπ κπνξεί λα ηεζνύλ πξνο δηεξεύλεζε είλαη: 

1. Πνηνο είλαη ν ηόπνο ηνπ Α αλ ην Μ θηλείηαη ζε έιιεηςε παξακέλνληαο κέζνλ 
ηνπ ΑΒ; 

2. Αλ ην ζεκείν Μ δελ ήηαλ κέζν ζα είρακε αλάινγα απνηειέζκαηα; Γηα 

παξάδεηγκα αλ ΑΜ = 2ΜΒ ζα είρακε αλάινγα απνηειέζκαηα; 

Η απάληεζε ζην πξώην εξώηεκα είλαη όηη ν ηόπνο ηνπ Α, αλ ην Μ θηλείηαη ζε 
έιιεηςε παξακέλνληαο κέζνλ ηνπ ΑΒ είλαη κία άιιε έιιεηςε θαη όρη θύθινο (ζρήκα 

3). Απηό θαίλεηαη παξάδνμν δεδνκέλνπ όηη  ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα Α, Μ , Β 

παξακέλεη θαη ζηνλ έλα ηόπν θαη ζηνλ δεύηεξν ηόπν ε ίδηα. 
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Σσήμα 3: Τν αληίζηξνθν πξόβιεκα 

Ωζηόζν, ν γ.η. πνπ πξνθύπηεη, αλ ζεσξήζνπκε όηη ην Μ θηλείηαη ζηελ ζπγθεθξηκέλε 

έιιεηςε πνπ πξόθπςε σο γ.η. όηαλ ην Α θηλήζεθε ζηνλ θύθιν (Ο,ξ), ηόηε ν γ.η. είλαη 
θύθινο θαη κάιηζηα ν θύθινο (Ο,ξ) (ζρήκα 4).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σσήμα 4: Εηδηθή πεξίπησζε ηνπ αληίζηξνθνπ πξνβιήκαηνο 

Από ηα πην πάλσ αληηιακβάλεηαη θαλείο όηη ε γελίθεπζε ηεο πεξίπησζεο εύξεζεο 

ηόπνπ όηαλ ην ζεκείν θηλείηαη ζε έιιεηςε είλαη έιιεηςε. Απηόκαηα, όκσο, ηώξα 

πξνβάιιεη θαη έλα άιιν εξώηεκα: ζε πνηα πεξίπησζε ηεο γελίθεπζεο ν ηόπνο είλαη 
θύθινο; Η απάληεζε κε ην ινγηζκηθό ζεσξνύκε όηη είλαη κάιινλ πξνθαλήο θαη δελ 

ζα ηελ αλαπηύμνπκε. 

Η απάληεζε ζην δεύηεξν εξώηεκα είλαη όηη πξνθύπηνπλ αλάινγα απνηειέζκαηα θαη 
γεληθεύεηαη νκνίσο θαη ε πεξίπησζε απηή.  
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Παξάδεηγκα 2
ν
: (Αλνηρηό πξόβιεκα: Ο Θεζαπξόο ησλ Πεηξαηώλ) «Μηα νκάδα από 

πεηξαηέο απνθάζηζαλ λα ζάςνπλ ην ζεζαπξό ηνπο ζε έλα λεζί, κε ηνλ εμήο ηξόπν: 

Καηά κήθνο ηεο αθηήο βξήθαλ δύν κεγάινπο βξάρνπο πνπ απείραλ πεξίπνπ 100 κέηξα. 
Κάπνπ κεηαμύ ησλ βξάρσλ, πεξίπνπ 80 κέηξα από ηελ αθηή πξνο ην εζσηεξηθό ηνπ 

λεζηνύ ήηαλ έλαο κεγάινο θνίληθαο. Σε θαζέλαλ από ηνπο δύν βξάρνπο θάζηζε έλαο 

πεηξαηήο έηζη ώζηε λα βιέπεη ην θνίληθα. Μεηά νη πεηξαηέο πνπ ήηαλ ζηνπο βξάρνπο 
έθαλαλ ζηξνθή 90 κνηξώλ θαη πεξπάηεζαλ κηα απόζηαζε ίζε κε ηελ απόζηαζε πνπ 

απείρε ν θάζε βξάρνο από ην δέληξν. Καλέλαο από ηνπο πεηξαηέο δε βξάρεθε. Με 

απηνύο ηνπο πεηξαηέο λα ζηέθνληαη εθεί πνπ ζηακάηεζαλ, νη άιινη πεηξαηέο έζαςαλ ην 
ζεζαπξό ηνπο ζηε κέζε ηεο απόζηαζήο ηνπο. 

Μεηά από πνιιά ρξόληα επέζηξεςαλ λα πάξνπλ ην ζεζαπξό, βξήθαλ ηνπο βξάρνπο, 

αιιά ν θνίληθαο δελ ππήξρε. Τα έραζαλ θαη δελ ήμεξαλ ηη λα θάλνπλ, κέρξη πνπ ν 

κηθξόο θακαξόηνο πνπ ήμεξε ιίγε Γεσκεηξία ππνιόγηζε πνπ πξέπεη λα είλαη ζακκέλνο ν 
ζεζαπξόο. Πξάγκαηη έζθαςαλ θαη ηνλ βξήθαλ. Πώο ην ππνιόγηζε;» 

Σηα ηόζα ρξόληα θπθινθνξίαο ηνπ, ην πξόβιεκα απηό έρεη θαηαζηεί πιένλ θιαζηθό. 

Τν παξαζέηνπκε, όκσο, δηόηη εθηηκνύκε όηη παξνπζηάδεη ζεκαληηθό ελδηαθέξνλ, από 
πιεπξάο επηινγώλ ιύζεσλ θαη πξνζθέξεηαη γηα λα δηδαρηεί θαη ζηηο ηξεηο βαζκίδεο 

ηνπ Λπθείνπ, κε δηαθνξεηηθή θάζε θνξά αληηκεηώπηζε, πξνθαλώο. Αο 

πξνζπαζήζνπκε λα δνύκε πνηα είλαη ε πξώηε εηθόλα πνπ παξνπζηάδεηαη ζην κπαιό 

ησλ καζεηώλ, κεηά ηελ αλάγλσζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Από ηελ εθθώλεζε ηνπ 
πξνβιήκαηνο, ζέινληαο ν καζεηήο λα ζρεδηάζεη έλα ζρήκα ηεο θαηάζηαζεο πνπ 

αληηκεησπίδεη, εθηηκνύκε όηη δελ κπνξεί λα θαηαιήμεη ζε άιιν από ην αθόινπζν: 

 

 

 

 

 

Σσήμα 5: Η εηθόλα ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ δεκηνπξγείηαη ζην καζεηή 

Σρεδηάδνληαο ηα αληίζηνηρα δεδνκέλα ζην ινγηζκηθό, ζα πξέπεη λα παξαηεξήζνπκε 
όηη νη ζέζεηο Π1 θαη Π2 είλαη ζπγαηξηθέο ηεο ζέζεο Φ θαη ηεο ζηξνθήο πνπ νξίδνπκε 

λα θάλνπλ ηα ηκήκαηα Β1Π1 θαη Β2Π2. Άξα κπνξνύκε λα δεηήζνπκε από ην 

πξόγξακκα λα θάλεη ζρεδίαζε ίρλνπο ηνπ ηκήκαηνο Π1Π2, αθνύ πξνεγνπκέλσο 
έρνπκε νξίζεη ην ζεκείν Θ σο κέζν ηνπ. Σύξνπκε ινηπόλ ην Φ ζε δηάθνξεο ζέζεηο θαη 

ηα απνηειέζκαηα είλαη άκεζα ζηελ νζόλε καο (ζρήκα 6). 

 

 

Β2 Β1 
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Σσήμα 6: Η εηθόλα από ηηο ηπραίεο ζέζεηο ηνπ θνίληθα 
Δδώ αθξηβώο εθηηκνύκε όηη έρνπκε ηελ πξώηε νπζηαζηηθόηαηε ζπκβνιή θαη βνήζεηα 

ηνπ ινγηζκηθνύ πξνο ην καζεηή. Από έλα πξόβιεκα πνπ νπζηαζηηθά ήηαλε tabula 

rasa, έρεη θαλείο ηελ πξώηε έλδεημε γηα λα μεθηλήζεη. Έρνπκε ηζρπξόηαηεο ελδείμεηο 
όηη ην ζεκείν Θ παξακέλεη ζηαζεξό. 

Τν πώο ζα θηλεζεί ν καζεηήο ζηε ζπλέρεηα εμαξηάηαη από ηελ ηάμε ζηελ νπνία 

δίλνπκε απηό ην πξόβιεκα, αιιά θαη από πνηεο επηινγέο ζα θάλεη κε ηε βνήζεηα ηνπ 

ινγηζκηθνύ. Κάπνηεο από απηέο ζα κπνξνύζαλ λα είλαη νη αθόινπζεο:  

 «Οξηαθέο» ζέζεηο πνπ ζα κπνξνύζε λα πάξεη ν θνίληθαο 

 Μέηξεζε ησλ απνζηάζεσλ ΘΒ1 θαη ΘΒ2. 

 Υπνινγηζκόο ησλ γσληώλ 
2 1

B B  θαη 
2 1

B B  

 Πηζαλόλ, θιίζε επζεηώλ πνπ νξίδνληαη από ηα παξαπάλσ ζεκεία (αλ ην 

πξόβιεκα δνζεί ζηε Β΄ Λπθείνπ). 

 Φξήζε ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ κε νξηδόληην άμνλα ηελ επζεία πνπ 

νξίδεηαη από ηα ζεκεία 
1 2

B , B  θ.α. 

Κάζε κηα από ηηο παξαπάλσ ζθέςεηο κπνξεί λα νδεγήζεη ζε δηαθνξεηηθό ηξόπν 

αληηκεηώπηζεο θαη επίιπζεο ηεο άζθεζεο. 

Γηα ην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα έρνπλ πξνηαζεί αξθεηέο ιύζεηο ζηε βηβιηνγξαθία θαη 

ζην δηαδίθηπν. Μπνξνύκε λα αλαθέξνπκε ελδεηθηηθά όηη ζην πεξηνδηθό «Τα 
Μαζεκαηηθά Σην Δληαίν Λύθεην», ηεύρνο 5, Σεπηέκβξηνο 1999 έρνπλ πξνηαζεί από 

ηνπο Γεσξγίνπ, Γ., Φσηόπνπιν, Κ., επηά (7) ιύζεηο. Από όιεο ηηο ιύζεηο πνπ έρνπλ 

δεκνζηεπηεί γεληθά,  δεκνθηιέζηεξε θαίλεηαη λα είλαη κηα ιύζε, κε ύιε Α Λπθείνπ, 
πνπ ζρεκαηηθά πεξηγξάθεηαη παξαθάησ (ζρήκα 7) 

 

Σσήμα 7: Ελδεηθηηθή ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο 
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Γελ είλαη ζηόρνο ηεο παξνύζεο εξγαζίαο λα επεθηαζνύκε ζηηο ιύζεηο ηνπ 

πξνβιήκαηνο , παξ’ όια απηά κπήθακε ζηνλ πεηξαζκό λα παξνπζηάζνπκε ζε απηό ην 

ζεκείν κηα αθόκε ιύζε, ε νπνία δεκνζηεύεηαη γηα πξώηε θνξά θαη δηεθδηθεί ηνλ 
ηίηιν ηεο ζπληνκόηεξεο ιύζεο. Η ιύζε απηή αθνξά ζε κηγαδηθνύο θαη παξ’ όιν πνπ 

έρνπλ δεκνζηεπηεί ιύζεηο κε κηγαδηθνύο, θακία δελ πεξηέρεη ζηξνθή κηγαδηθώλ, πνπ 

είλαη θαη ην θύξην ζεκείν ηεο ιύζεο καο. Πξνθαλώο δε, κπνξεί λα παξνπζηαζηεί θαη 
αληίζηνηρε  επηπιένλ ιύζε κε ζηξνθή δηαλπζκάησλ κέζσ πηλάθσλ ζηξνθήο, πνπ 

επίζεο δελ είλαη δεκνζηεπκέλε. 

Έζησ Β1, Β2  νη δύν βξάρνη. Θεσξνύκε ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ κε νξηδόληην άμνλα 
απηόλ πνπ νξίδεηαη από ηνπο Β1, Β2  θαη θαηαθόξπθν ηνλ θάζεην ζηνλ πξνεγνύκελν 

άμνλα ζην ζεκείν Β1. Η απόζηαζε ησλ δύν βξάρσλ είλαη ζηαζεξή, έζησ α, επνκέλσο 

νη ζπληεηαγκέλεο ηνπο ζα είλαη  1B 0,0  θαη  2B ,0 . Γηα ηνλ θνίληθα ζέηνπκε 

Φ(x, y) αθνύ είλαη άγλσζηε ε πξαγκαηηθή ηνπ ζέζε. Έζησ 
1

z  ν κηγαδηθόο πνπ 

αληηζηνηρεί ζηε δηαλπζκαηηθή αθηίλα 
1

B   θαη 
2

z  ν κηγαδηθόο πνπ αληηζηνηρεί ζηε 

δηαλπζκαηηθή αθηίλα 
2

B  . Τόηε ζα είλαη 
1 2

z x yi,   z x α yi     . 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ηνλ 
1

z  κε i θαη ηνλ 
2

z  κε i . Θα νξηζηνύλ έηζη νη κηγαδηθνί 

3 4
z , z , ηηο ζέζεηο ησλ νπνίσλ νλνκάδνπκε 

1 2
,     αληίζηνηρα. Έρνπκε ινηπόλ όηη 

3 1
z z i y xi      θαη 

4 2 4
z α z ( i) y (x α)i z y α (x α)i             

Άξα ηα ζεκεία 
1 2
,     ζα έρνπλ αληίζηνηρα ζπληεηαγκέλεο: 

1
( y, x)   θαη 

2
(α y,α x)   , επνκέλσο ην κέζνλ ηνπο Θ, όπνπ είλαη θξπκκέλνο ν ζεζαπξόο, ζα 

έρεη 
y α y α

x
2 2



  
   θαη 

Θ

x α x α
y

2 2

 
  , άξα είλαη ζηαζεξό, πάλσ ζηε 

κεζνθάζεην ηνπ 
1 2

B B  ζε απόζηαζε ίζε κε 
α

2
 (ζρήκα 8). 

 

Σσήμα 8: Λύζε κε ζηξνθή κηγαδηθώλ 

Έλα εξώηεκα πνπ ζα κπνξνύζε λα ηεζεί πξνο δηεξεύλεζε είλαη: «Σηξέςακε δύν 

επζύγξακκα ηκήκαηα κε θνηλό άθξν θαηά αληίζεηε θνξά θαη θαηά γσλία 90  θαη 

δηαπηζηώζακε όηη νξίδνπλ επζύγξακκν ηκήκα κε ζηαζεξό κέζν, ην νπνίν θαζνξίδεηαη 
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από ηελ απόζηαζε ησλ άιισλ άθξσλ ησλ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ. Άπαγε αςηό ιζσύει 

για οποιαδήποηε γωνία κι αν επιλέξοςμε;» 

Η απάληεζε είλαη αξλεηηθή θαη έξρεηαη άκεζε από ην ινγηζκηθό (ζρήκα 9) 

 

Σσήμα 9: Πξώην δηεξεπλεηηθό εξώηεκα – αξλεηηθή απάληεζε 

Πηζαλόλ θάπνηνο λα ήζειε λα επεθηείλεη ηηο εξεπλεηηθέο ηνπ αλεζπρίεο κε ην 

αθόινπζν εξώηεκα: «Υπάξρνπλ άξαγε γσλίεο πνπ λα δίλνπλ ην ίδην απνηέιεζκα;» 

Γνθηκάζακε κε γσλίεο πνπ έρνπλ ίζεο απόιπηεο ηηκέο, ρσξίο θαηαθαηηθή εμέιημε. 

Μηα αθόκε ζρέζε πνπ κπνξεί θαλείο λα δηαθξίλεη ζηηο δύν αξρηθέο ζηξνθέο είλαη όηη 

νη απόιπηεο ηηκέο ηνπο έρνπλ άζξνηζκα 180 . Γνθηκάδνπκε κε θαηάιιεια λνύκεξα 

ζην ινγηζκηθό θη έρνπκε ηελ επηβεβαίσζε (ζρήκα 10). 

 

Σσήμα 10: Η επηβεβαίσζε ζην δεύηεξν δηεξεπλεηηθό εξώηεκα 

Μπνξνύκε ηώξα λα πξνρσξήζνπκε ζηε γεληθεπκέλε απόδεημε κε ζηξνθέο ζ θαη 

180  . 

3. Σςμπεπάζμαηα 

Από ηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα γίλεηαη θαλεξό όηη ε ζπκβνιή ελόο ινγηζκηθνύ 
DGS ζηε ιύζε πξνβιήκαηνο απνηειεί γηα ηνπο καζεηέο ζεκαληηθό παξάγνληα 

παξαθίλεζεο ζηε κάζεζε ησλ καζεκαηηθώλ. Δπηπιένλ απνηειεί παξάγνληα πνπ 

βνεζά ηνπο καζεηέο λα κάζνπλ λα εξεπλνύλ θαη θαηά ζπλέπεηα λα κάζνπλ λα 
ζθέπηνληαη, δει. απνηειεί εξγαιείν πνπ πξαγκαηνπνηεί ην ζθνπό κάζεζεο ησλ 

καζεκαηηθώλ ζην ζύγρξνλν ζρνιείν. 
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Τα Μαζεκαηηθά ζην Εληαίν Λύθεην,  Κσζηόγηαλλνο, Αζήλα 

 

Abstract 
In this paper we present a few examples from the field of geometry, focusing on how a 

dynamic geometry software can contribute to help students go through the tabula rasa state 

when booting solution of a problem in a state of development and control speculation, which 
lead to the solution of the problem and to engage where appropriate with the proof. 

Additionally, extra effort was made to each case in order to create research concerns among 

the students, i.e. at least one "research" question, whose first responses can be given by means 

of software capabilities. 
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